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Aula 1: Vetores

Mauro Rincon

Marcia Fampa
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' Informacoes sobre o curso \

_> Bibliografia

= Introducéo a Algebra Linear com Aplicacoes
62 edicao
Editora: LTC
Autor: Bernard Kolman
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' 1.1 - Vetores \

_> Grandezas Fisicas Escalares

= Massa

= Pressao

_> Grandezas Fisicas Vetoriais

= Velocidade
= Forca

= PDeslocamento
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' 1.1 - Vetores \

_> Notacao de Vetores: u,v,w, z.

:> Todos 0s segmentos orientados que tém a mesma
direcdo, o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento
sao representantes de um mesmo vetor.

i> Por exemplo: No paralelogramo os segmentos
orientados AB e C'D determinam o mesmo vetor:

v=AB=CD B/‘ /CD

A
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1.1 - Vetores

:> Quando escrevemos v = @ estamos afirmando
que o vetor v € determinado pelo segmento
orientado AB de origem A e extremidade B.
Porém, qualquer outro segmento de mesmo
comprimento, mesma direcao e mesmo sentido de
AB representa também o vetor v.
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' 1.1 - Vetores \

i> O comprimento ou modulo do vetor v é
representado por |v|.

_> Vetor Nulo

= (Qualquer ponto do espaco é representante
do vetor zero (ou vetor nulo), que é
indicado por 0.

cederj



1.7

1.1 - Vetores

ﬁ> Vetor Simétrico (ou oposto)

= A cada vetor nao nulo v corresponde um
vetor simétrico (—v), que tem o mesmo
modulo, a mesma direcao, porém com
sentido oposto de v.

:> Vetor Unitario

= Um vetor v é unitario se o seu comprimento
é um, ou seja |v| = 1.
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1.1 - Vetores

_> Vetores Colineares

= Dois vetores u e v sao chamados de
colineares se tiverem a mesma direcao, ou
seja, 1 e v sao colineares se tiverem
representantes AB e C'D pertencentes a
uma mesma reta ou a retas paralelas.
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1.1 - Vetores

_> Vetores Coplanares

= (Quando os vetores nao nulos u e v possuem
representantes AB e C'D pertencentes a um
plano, diz-se que eles sao coplanares.

B C A4 D
I o
\1
A
(¥
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores

_> Sejam os vetores u = ABev=CD

representados na figura:

B C
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores

_> Calcule a soma u + v.
A soma u + v pode ser determinada da seguinte
forma:

a) Tome um segmento de reta orientado que

representa v, com origem na extremidade B
de u.

b) O vetor u + v é representado pelo segmento
orientado que vai da origem A de u até a
extremidade D de v .
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores

B=C

u+v

_> Pode-se notar que u+v = v +u.
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores

G> Regra do Paralelogramo

= Uma forma pratica de calcular a soma entre
dois vetores é construindo um paralelogramo

B
u C\
Vv
D
A

\Adigéio ) \Voltar )

= Note que u+v =v +u. _
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores

_> Propriedades da Adigéo
1) Associativa: (u+v)+w=u+(v+w)

A

V V

\Adl(;ao) _Voltar )
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores

_> Propriedades da Adicéo

2) Comutativa: u+v=v+u

3) Existe um 1nico vetor nulo 0 tal que, para
todo vetor v, se tem:
v+0=04+v=v

4) Para todo vetor v. existe um unico vetor
—v (vetor oposto de v) tal que:

v+ (—v)=—-v+v=0 |
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.1 - Adicao de vetores
_> Observacao

= Diferenca entre dois vetores: Dados dois
vetores u e v entao a diferenca entre u e v é
dado pela soma: u+ (—v). Por exemplo:




1.17

' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.2 - Multiplicacao de um numero real
por um vetor

i> Dado um vetor v # 0 e um ntmero real k,
chama-se produto do nimero real k # 0 pelo
vetor v. O vetor u = kv, tal que:

a) Modulo: |u| = |kv| = || - |v].

b) Direcao: u e v tem a mesma direcao.

c¢) Sentido: Se k£ > 0 entao u e v tem o mesmo
sentido. Se & < () entao u e v tem sentidos
contrarios.
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.2 - Multiplicacao de um numero real
por um vetor

= (Observacao: Se k =0 ou v = 0 entao u = 0.
Se k= —1 entao u = —v é o vetor simétrico.
Por exemplo:
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' 1.2 - Operacoes com vetores \

1.2.2 - Multiplicacao de um numero real por um
vetor

> Propriedades da multiplicacao por um numero real
Sejam u e v dois vetores quaisquer e a e b niuneros

reals. Entao:
a) a(bu) = (ab)u
b) (a + b)(u) = au + bu (propriedade distributiva)

c) a(lu+v)=au+bv

d) 1(u) = u
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1.3 - Vetores no RQ

i> O conjunto:
RE=R xR = {(;j‘!j y)|;'f.-', Yy < H}

¢ interpretado geometricamente como sendo o

plano cartesiano XQOY .
Todo vetor AB considerado neste plano tem
sempre umn representante, cuja origem € a origem

do sistema.

Yoo

!
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' 1.3 - Vetores no Rg \

:> Vetores representados por segmentos de retas
orientados com origem na origem do sistema

= (Cada vetor do plano ¢ determinado pelo
ponto extremo do segmento. Desta forma,
o ponto P(x,y) € R* estd associado ao
vetor v = OP e escreve-se v = (2,9).

P(z,y)
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( 9 ]
1.3 - Vetores no IR”

:> Vetores representados por segmentos de retas
orientados com origem na origem do sistema

= A origem do sistema (0, 0) é o vetor nulo.

= O vetor simétrico de v = (z,y) é o vetor
—v = (—x, —y).
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' 1.4 - Igualdade e Operacoes \

G> Igualdade
= Dois vetores u = (x1,y;) e v = (22, ys), sS40
1guais se, e somente se, r, = I € Yy = 1Yo.
Escreve-se u = v.
= Exemplos:

1) Os vetores u = (1,2) e v = (1, 2) sao iguais.
2) Sejamu=(r—1,3)ev=(3,2y—1).
Determine x e y de tal forma que u = v.
Usando a defini¢ao:
T—~1=3&r=4
S=20—1& yg=2
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' 1.4 - Igualdade e Operacoes \

:> Operacoes

= Sejam os vetores u = (1,¥;) e v = (x2,92) €
o € R. Define-se:

a) u+v=(z1,y) + (22,92) = (@1 + 22, 41 + ¥2)

b) au = a(xy,x2) = (axy, axs)
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' 1.4 - Igualdade e Operacoes \

:>Operagﬁes
= Exemplo: Sejam u= (1,-2) e v=(2.3).
. Jut+v=(1+2-243)=(3,1)
Entao: { —9u = —2(1, —2) = (—2,4)

A

(=2,4) 5--- 1
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6.5 - Vetor definido por dois pontos)

:> Consideremos o vetor AB de origem no ponto
A(xy, 1) e extremidade B(z,,y2). Entdo o vetor
pode ser escrito na formas:

AB = OB - OA
Logo:
AB = (22, y2) — (z1,91) = (T2 — T1, 2 — Y1)

OANID
B
0B

>
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6.5 - Vetor definido por dois pontos)

= Por exemplo, se A(—1,2) e B(2,1), entao:

AB=B-A=(2—-(-1),1-2) =(3,-1)
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' 1.6 - Produto Escalar \

G> Definicao
= (Chama-se produto escalar de dois vetores
u=(r;,y)ev= (r,ys) e representa-se por

nm

u-vou “(u,v)” ao ntimero real:
u-v=(z,y)  (r2,42) = (T122, Y192

= Por exemplo:
Sejau=(—1,2) e v=(23). Entao:
u-v=(-1)-24+2-3=4
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' 1.6 - Produto Escalar \

ﬁ> Modulo de um vetor

= (O mobdulo de um vetor v = (x,y).
representado por |v| é um nimero real nao
negativo, dado por:

|V‘ = A/V -V = \/(;j‘_'?y) ; (.L'._ y) — \/:{.2 + yz

= Por exemplo:
Seja v = (2, —3), entao:

vi= VB + (37 = Vi3
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' 1.6 - Produto Escalar \

:> Vetor unitario

= QQuando |v| = 1, dizemos que o vetor é
unitario.
ﬁ> Observacao

1) Para cada vetor v % 0 é possivel obter um

vetor unitario u fazendo u = ﬁ

= Por exemplo, seja v = (2, —3) entao

lv| = v13. Logo:
23 _( 2 -3\,
H_T_(\xﬁ‘- 1:_;) €
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' 1.6 - Produto Escalar \

2) Dado um vetor ;ﬁ com extremidades nos
pontos A(zy,y1) e B(xa,y2). O mddulo do
vetor AB é dado por:

AB = V(@2 — 21)? + (y2 — y1)?

que ¢ a distancia entre os pontos A e B.
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' 1.6 - Produto Escalar \

ﬁ> Propriedades do Produto Escalar

= Dados quaisquer vetores u, vewe o € R,
tem-se:
I) u-u>0parau#0
eu-u=0u=_0.

II) u-v =v-u (comutativa)
IMHu- (v+w)=u-v+u-w (distributiva)
IV) a(u.v) = (au).v = u.(av)
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' 1.6 - Produto Escalar \

G> Observacéao

= Das propriedades (I) - (IV) obtemos que:
D [u+v|]* = |u*+2uv + |v|?
De fato:
u+v=u+v).(u+v)
=w(u+v)+v.(u+v)
= uu+ uv-+v.u-+v.wv

= |ul* + 2u.v + |v|?

Mostre que, de forma analoga:
u—v|*=|ul* - 2uv+|v|’
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

:> O angulo de dois vetores u = OAev= O_B), nao
nulos, é o angulo # tormado pelas semi-retas QA
e OB, onde 0 <0< .
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

G> Calculo do Angulo de dois Vetores

1.35

= Sejam os vetores nao nulos u e v. O angulo ¢
formado por u e v pode ser calculado pela
férmulas:

-

\_

cos

~ ullvi

~N

J
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

G> Calculo do Angulo de dois Vetores

C
u u—v
0
A - B
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

:> Calculo do Angulo de dois Vetores

= De fato: Aplicando a lei dos co-senos ao
triangulo ABC', temos:
lu— v =|ul*+ |v|* = 2J|u| - |[v|cos D
Mas sabemos que:
lu—v|2=|ul* —2u-v+|v|? @
Comparando (D e (2, obtemos:
lul*=2u-v+|v|* = |u|*+|v|*—2|ul-|v| cos 8
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

G> Calculo do Angulo de dois Vetores

= Logo:
u-v=|u|l-|v|-cost
Dai: .
cosf =
ul - v/

Com o valor do cosf calculado entao o
angulo ¢ pode ser determinado.

= Note que 0 < 0 < .
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

= Exemplo: Seja u=(2,2) e v =(0,-2).
Determine o angulo € entre vetores u e v.

A

/ (2,2)
t v-/lg' ; : >
(0,—2) %
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' 1.7 - Angulo de dois vetores \

= Resolucao do Exemplo:

m-v

cost =
uf - v,

Temos que:
u| = v22+22= /8
v = V07 + (-2)* = V4 =2

Assim:

cosf = JEHI::.-
Logo

Ry L T
0 = arc cos '_f = 135° = ?‘T
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1.8 - Paralelismo e Ortogonalidade

de Dois Vetores

a) Vetores Paralelos:
Dizemos que dois vetores u = (z1,y;) € v = (2, y2)
sao paralelos (ou colineares), se existe um numero
real a tal que:

u=av < (z,y) = alre, y) = (axs, ays)

LU‘TL’]: I (15
) = = (3
L9 U2

A relacao (3 significa que dois vetores sao paralelos
se suas componentes sao proporcionais.
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1.8 - Paralelismo e Ortogonalidade
de Dois Vetores

= Por exemplo, os vetores u = (—3,2) e v = (6, —4)
sao paralelos pois:

ou seja, A
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1.8 - Paralelismo e Ortogonalidade

de Dois Vetores

b) Vetores Ortogonais:
Dois vetores u = (z1,41) € v = (&2, Y2) sao
ortogonais (u L v), se o angulo 6 por eles formado
é de 90°, ou seja, cosf = 0. Da definicao de
angulo temos:

m-v

cos f =
u| - v

Agssim, u L v se u-v = 0. Também dizemos que
dois vetores sao ortogonais se pelo menos um deles
é o vetor nulo. Portanto.u L v&au-v = 0.
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1.8 - Paralelismo e Ortogonalidade
de Dois Vetores

= Exemplo:
Os vetores u = (1,2) e v=(—2,1) sao
ortogonais. De fato:

u-v=(1,2)-(-2,1)=1-(-2)+2-1=0
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' 1.9 - Vetores no RS \

= O conjunto R* =R xR x R = {(z,y, 2)|z,y,2 € R}
é interpretado geometricamente como sendo o
espaco cartesiano tridimensional OXY Z. Neste
espaco, o ponto P(x,y, z) individualiza o vetor
v = OP e escreve-se v = (z,y, 2).

Z
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' 1.9 - Vetores no RS |

= A origem do sistema (0, 0. 0) representa o vetor
nulo. O vetor simétrico de v = (x,y, z) é o vetor
—v = (—x, —y, —2).

= Propriedades:

1) Dois vetores u = (x1,y1,21) € Vv = (22, Y2, 22)
sao lguails se, e somente se, r; = s, Y1 = Y2
€ 21 = Z9a.

2) Dados u = (21,1, 21), V= (x2,Y2,22) €
a € R. Entao:

u-—+v= (;1.'-[ + o, Y1 + Y2, 21 + ::g)
au = a(r, Y. 21) = (@, ayy, az;)
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' 1.9 - Vetores no RS \

= Propriedades:

3) Se A(xy,y1,z1) e B(xa,y2, 22) sao dois pontos
qualsquer no espaco, entao:

E — (-171.3 — L1, Y2 — Y1, 22 — 31)
4) Produto escalar:

U-vV==x1T2+ %Y T+ 212
5) Modulo do vetor v = (x,y. 2) é dado por:
v = VT + 22
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' 1.9 - Vetores no RS \

= Propriedades:

6) Se u e v sao vetores nao-nulos e ¢ ¢ o angulo
formado por eles, entao:
u-v

cosf =
uj - v

7) Sejam u = (x1,11,21) € V= (T2,Y2, 22).

a) u || v se, e somente se, I = *» = L.

b) u L v se, e somente se,
r1r2 + Y1y2 + 2122 = 0.
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' 1.10 - Vetores no IR \

= () conjunto

R"=RxRx...xR={(x1,29,...,2,)|x; € R}
‘“’
n VeZeEs

Se u e v sao vetores do R", entao eles sao
representados por: u = (1, xa,...,Ty) €
v = (U1, Y- Un).
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' 1.10 - Vetores no IR \

= Seja a € R entao define-se:

a) u = v, se e somente se, r; = y;, para
r=1,2,....n.

b) u+v= (21 +y1, T2+ Y2, e Tn, + Yn).
c) au = (ary, ars, ..., al,).

d) uwv = (2151 +22y2 + ... + Tn¥n) .

e) |ul=vuu=/zi+x5+ .. + 22
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' Exercicios \

:> Faca os seguintes exercicios da secdo 3.1, paginas
115/116 do livro texto.

1) (a), (c) e (e) 12) (a) e (¢)

2) (a) e (b) 14)

3) 19) (a) e (b)

5) (a), (b) e (c) 21) (b) e (¢)

7) (a), (b) e (c) 24) (a), (b) e (c)
10) (a) e (d)

:> Exercicios Teoricos

= T.1,T.3, T.5eT.8.
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